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요 약

본 논문은 MIMO 통신 및 레이더 신호 처리 등 고속 연산 시스템의 핵심 요소인 QR 분해를 실시간으로 처리하기 위한 

FPGA 기반 아키텍처를 제안하고, 주요 알고리즘별 성능 및 리소스 효율성을 비교 분석한다. 본 연구에서는 QR 분해를 수행하

는 대표적인 방식인 CGS(Classical Gram-Schmidt), MGS(Modified Gram-Schmidt), HT(Householder Transformation), 그

리고 CORDIC 기반의 GR(Givens Rotation) 등 총 4종의 알고리즘을 하드웨어로 구현하였다. 각 아키텍처는 알고리즘의 표준적

인 연산 구조를 바탕으로 설계되었으며, Kintex UltraScale FPGA 디바이스를 타겟으로 구현 및 검증을 수행하였다. 실험을 통

해 각 알고리즘이 점유하는 하드웨어 자원과 연산 처리에 소요되는 Latency를 측정하였다. 또한, 실제 연산 결과의 직교성 오차 

분석을 통해 하드웨어 구현 시 발생하는 수치적 안정성을 평가하였다. 실험 결과, Householder 기반 아키텍처는 우수한 수치적 

정밀도와 높은 처리 성능을 보였으며, CORDIC 기반 아키텍처는 상대적으로 적은 하드웨어 자원을 사용하여 효율적인 구현이 

가능함을 확인하였다. 본 논문에서 수행한 비교 분석 결과는 향후 시스템의 요구 사양 및 제약 조건에 따라 최적의 QR 분해 알

고리즘을 선택하고 설계하기 위한 기초 자료로 활용될 수 있다.

Abstract

This paper proposes FPGA-based architectures for real-time processing of QR decomposition, a critical component in 

high-speed computing systems such as MIMO communications and radar signal processing, and presents a comparative 

analysis of performance and resource efficiency across major algorithms. In this research, four representative QR 

decomposition algorithms—CGS(Classical Gram-Schmidt), MGS(Modified Gram-Schmidt), HT(Householder Transformation), 

and CORDIC-based GR(Givens Rotation)—were implemented in hardware. Each architecture was designed based on the 

standard computational structure of the respective algorithm, and implementation and verification were performed 

targeting a Kintex UltraScale FPGA device. Through experimental evaluations, hardware resource utilization and 

computational latency were measured for each algorithm. Furthermore, numerical stability during hardware 

implementation was assessed by analyzing orthogonality errors in the computation results. The experimental results 

show that the Householder-based architecture offers superior numerical precision and high processing performance, 

while the CORDIC-based architecture enables resource-efficient implementation with relatively lower resource 

utilization. The comparative analysis provided in this paper can serve as a valuable reference for selecting and 

designing optimal QR decomposition algorithms tailored to specific system requirements and constraints.
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Ⅰ. 서 론

현대 무선 통신 및 신호 처리 분야에서 행렬 연산의 

중요성은 날로 증대되고 있다. 특히 5G 및 차세대 6G 이

동통신의 핵심 기술인 MIMO 시스템의 신호 검출[1~6], 

적응형 빔포밍[7, 8], 그리고 레이더 시스템[9, 10] 등에서 

복잡한 행렬 연산은 실시간 처리를 위한 필수 요소이다. 

이러한 시스템들은 수신된 데이터를 즉각적으로 처리하

기 위해 높은 수치적 정밀도와 빠른 연산 속도를 동시에 

요구하며, 이는 전체 시스템의 성능을 결정짓는 핵심적인 

지표가 된다. QR 분해는 주어진 행렬 를 직교 행렬 

와 상삼각 행렬 의 곱으로 분해하는 선형대수학 연산

이다[11, 12]. 이는 최소자승법, 고유값 계산, 역행렬 계산 

등 다양한 알고리즘의 기초가 되며, 시스템의 안정성을 

확보하는 데 중요한 역할을 한다. 그러나 QR 분해는 일

반적으로  의 높은 연산 복잡도를 가지기 때문에, 

CPU나 일반적인 DSP만으로는 초고속 신호 처리 환경의 

실시간 요구사항을 충족하기 어렵다. 이에 따라 병렬 처

리에 적합한 하드웨어 구조를 설계할 수 있는 

FPGA(Field Programmable Gate Array)를 활용한 가속

기 설계가 필수적인 대안으로 주목받고 있다. QR 분해를 

수행하는 알고리즘에는 CGS[3], MGS[2, 5, 9], HT[13, 14], 

그리고 GR[4, 6, 10]이 존재하며, 각 알고리즘은 하드웨어

로 구현될 때 서로 다른 특징을 나타낸다. 본 논문에서는 

FPGA 환경에서 QR 분해를 수행하는 네 가지 대표적인 

알고리즘 아키텍처를 설계하고 그 성능을 분석한다. 각 

아키텍처는 하드웨어 설계의 일반성을 확보하기 위해 각 

알고리즘의 표준적인 수식을 Kintex Ultrascale FPGA 

상에 구현하였다. 본 연구의 목적은 동일한 하드웨어 환

경에서 4종의 알고리즘을 구현하여 LUT, FF, DSP 사용

량 및 Latency에 대한 비교 데이터를 제시하고 연산 환

경에서 발생하는 직교성 오차를 분석함으로써 수치적 안

정성을 정량적으로 평가한다. 이러한 비교 분석 결과는 

향후 다양한 신호 처리 시스템 설계 시, 성능 중심 혹은 

자원 중심 등 요구 사양에 따른 최적의 QR 분해 알고리

즘을 선택하기 위한 실질적인 설계 가이드라인이 될 수 

있다. 본 논문의 이어지는 장에서는 각 알고리즘의 이론

적 배경과 하드웨어 설계 구조를 설명하고, 실험을 통한 

성능 분석 결과를 제시한 후 최종적인 결론을 맺는다.

Ⅱ. QR 분해 알고리즘 및 하드웨어 구조

본 절에서는 4종의 QR 분해 알고리즘의 이론적 배경

과 설계된 아키텍처 구조를 기술한다. 동일한 IP들로 

구성했을 때의 리소스 및 성능을 비교 분석하기 위해, 

Xilinx Vivado 라이브러리에서 제공하는 Floating 

Point  IP를 활용하여 구현하였다. CGS, MGS, HT 알

고리즘은 단정밀도 부동소수점(Single Precision 

Floating Point)을 기반으로 구현되었고 GR 알고리즘

의 경우 비트 시프트 및 덧셈 연산의 반복만으로 벡터 

회전을 수행하는 CORDIC 알고리즘의 구조적 특성을 

반영하고자, 32-bit 고정소수점(Fixed Point)과 16회 

반복으로 설정하여 구현하였다.

1. Classical Gram-Schmidt

CGS 알고리즘은 행렬 의 각 열 벡터를 상호 직교

하는 단위 벡터로 변환하는 가장 직관적인 투영

(Projection) 기반의 알고리즘이다. × 행렬 의 

번째 열 벡터 가 주어졌을 때, CGS는 이전에 계산

된 k-1개의 직교 벡터   성분을 에서 

순차적으로 제거함으로써 새로운 직교 벡터 를 도출

한다. QR 분해의 결과로 산출되는  행렬의 원소인 

  
는 가  방향으로 가지는 투영 성분의 크

기를 나타내며, 이를 반영한 직교화 수식은 

  
  

  

로 정의된다. 이후 잔차 벡터 의 

L2-norm인  ∥∥
를 계산하고, 이를 이용하여 

    와 같이 정규화 과정을 거쳐 최종적인 직

교 단위 벡터를 생성한다. 이러한 일련의 과정은 아래

의 알고리즘과 같이 요약할 수 있다.

알고리즘 1 : Classical Gram-Schmidt(CGS)

Input :  ×  Matrix 
Output : 직교 행렬 , 상삼각 행렬 
1:  for    to  do

2:    ← 
3:    for    to    do

4:      ← 
          // 내적

5:      ←        // 직교 성분 제거

6:    end for

7:    ←∥∥

8:    ←           // 정규화

9:  end for

그림 1은 4 x 4 행렬에 대한 CGS 하드웨어 구조의 

상세 블록도를 보여준다. 그림 1에서 볼 수 있듯이, 알

고리즘 1의 4번째 줄에 해당하는 내적 연산은 각 열 마
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다 배치된 연산 유닛에서 수행되어  행렬의 상삼각 

원소들을 결정한다. 5번째 줄의 직교 성분 제거 연산은 

내적 결과인 스칼라 값과 직교 벡터의 곱을 구한 뒤에

현재 벡터에서 빼는 과정을 수행한다. 마지막으로 7, 8

번째 줄의 정규화 과정은 L2 Norm 유닛과 나눗셈 유

닛으로 구성된다. CGS는 구조가 단순하여 하드웨어 맵

핑이 용이하다는 이점이 있으나, 연산 과정에서 발생하

는 반올림 오차가 누적되어 직교성이 저하되는 수치적 

불안정성을 내포하고 있다. 이러한 한계점은 다음 절에

서 다룰 Modified Gram-Schmidt 알고리즘을 통해 개

선될 수 있다.

2. Modified Gram-Schmidt

MGS 알고리즘은 앞서 언급한 CGS의 수치적 불안정

성 문제를 해결하기 위해 연산 순서를 재구성한 방식이

다. CGS가 원본 벡터 에서 모든 투영 성분을 한꺼번

에 제거하는 것과 달리, MGS는 하나의 직교 벡터 가 

결정될 때마다 아직 처리되지 않은 나머지 모든 열 벡

터들을 즉각적으로 업데이트한다. QR 분해 결과로 산

출되는  행렬의 원소   
는 현재 단계에서 업

데이트된 벡터 와 직교 벡터  사이의 내적값으로 

결정되며, 이를 통해 오차 누적을 억제하여 상대적으로 

높은 수치적 안정성을 제공한다. 이러한 단계적 직교화 

과정은 아래의 알고리즘 2와 같이 표현할 수 있다.

그림 2는 4 x 4 행렬에 대한 MGS 하드웨어 구조의 

상세 블록도를 보여준다. 그림 2의 구조에서 알 수 있

듯이, MGS는 하나의 열이 정규화를 마친 후 즉시 나머

지 열들에 대해 내적과 직교 성분을 제거한다. 알고리

즘 2의 8번째 줄에서 수행되는 내적 연산은 업데이트

된 벡터 를 사용하므로, 하드웨어 상에서는 이전 단

계의 뺼셈 결과가 다음 단계내적 연산의 입력으로 순차

적으로 연결되는 경로를 형성한다. 이러한 구조는 CGS

에 비해 제어 로직이 다소 복잡해질 수 있으나, 오차 

확산을 방지할 수 있다. 결과적으로 MGS 아키텍처는 

리소스 사용량 측면에서는 CGS와 유사하면서도, 높은 

수치적 안정성을 갖게 된다.

3. Householder Transformation

HT는 원본 행렬을 직교 행렬들의 곱으로 변환하여 

상삼각 행렬을 도출하는 방식으로, 투영 기반의 

Gram-Schmidt 방식보다 우수한 수치적 안정성을 갖는

다. HT의 핵심 원리는 타겟 열 벡터를 특정 평면(거울)

에 반사시켜 대각 성분 아래의 원소들을 모두 0으로 만

드는 반사 벡터(Reflection vector) 를 생성하는 것이

다. QR 분해 결과로 산출되는  행렬의 원소 는 타

겟 벡터의 L2-norm과 동일한 절댓값을 가지며, 수치적 

안정성을 위해 기존 원소와 반대되는 부호를 선택하여 

결정된다. 이후 생성된 하우스홀더 벡터 를 사용하여 

행렬의 나머지 열들을 동시에 업데이트함으로써  행

렬의 나머지 원소들을 계산한다. 이러한 반사 과정을 

아래 알고리즘 3과 같이 정의된다.

그림 1. CGS의 하드웨어 구조
Fig. 1. Hardware Architecture of CGS.

그림 2. MGS의 하드웨어 구조
Fig. 2. Hardware Architecture of MGS.

알고리즘 2 : Modified Gram-Schmidt(MGS)

Input :  ×  Matrix 
Output : 직교 행렬 , 상삼각 행렬 
1:  for    to  do

2:    ← 
3:  end for

4:  for    to  do

5:    ←∥∥

6:    ←            // 정규화

7:    for    to  do

8:      ←
          // 내적

9:      ←       // 직교 성분 제거

10:   end for

11: end for
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그림 3은 4 x 4 행렬에 대한 HT 하드웨어 구조의 상세

블록도를 보여준다. 그림 3의 구조에서 알 수 있듯이, 

알고리즘 3의 5번째 줄을 처리하기 위해 각 스테이지 

초입에는 반사 스칼라를 결정하기 위한 벡터의 크기를 

구하는 L2-norm 유닛이 배치되어    를 

순차적으로 도출한다. 도출된 대각 원소를 이용하여 반

사를 위한 하우스홀더 벡터를 생성하고 후속 열들을 업

데이트 한다. 알고리즘 3의 13번, 19번 줄에 해당하는 

내적 연산은 업데이트 대상인 모든 열들에 대해 병렬로 

수행되며, 그 결과에 원본 데이터에서 빼는 과정을 통

해  행렬의 나머지 상삼각 원소들을 산출한다. HT 

아키텍처는 Gram-Schmidt 방식 대비 제어 로직이 복

잡하지만, 뛰어난 수치적 안정성이 특징이다.

4. Givens Rotation

GR은 행렬의 두 행을 선택하여 2차원 평면상에서 회

전시킴으로써 특정 하단 원소를 0으로 만드는 직교화 

방식이다. 앞서 살펴본 HT가 열 벡터 전체를 한 번에 

반사시키는 방식이라면, GR은 개별 원소를 하나씩 순

차적으로 소거하는 특징을 가진다. 표준 GR 연산은 회

전 각도 에 대한 cos sin  계산과 나눗셈, 제곱근 

연산을 동반하므로 하드웨어로 직접 구현하기에는 리소

스 소모가 크다.

이를 해결하기 위해 본 논문에서는 CORDIC(COordi- 

nate Rotation DIgital Computer) 알고리즘을 적용한 

GR 아키텍처를 구현하였다. CORDIC 알고리즘은 복잡

한 삼각함수 연산이나 곱셈기 없이, 오직 덧셈과 비트 

시프트 연산의 반복(Iteration)만으로 벡터의 회전을 

수행하는 하드웨어 친화적인 기법이다. 다만 CORDIC 

알고리즘은 매 반복 연산마다 벡터의 크기가 

   배율로 증가하는 특성이 있다. 따라서 누

적된 오차( ≈)에 대한 보정 과정이 필수적

으로 수반되어야 한다.

본 논문에서는 데이터의 병렬 처리 효율을 극대화하

기 위해 그림 4와 같이 2차원 시스톨릭 어레이

(Systolic Array) 기반의 하드웨어 구조를 채택하였다.

그림 3. HT의 하드웨어 구조
Fig. 3. Hardware Architecture of HT.

알고리즘 3 : Householder Transformation(HT)

Input :  ×  Matrix 
Output : 직교 행렬 , 상삼각 행렬 
1:  ←
2:  ← 
3:  for  to  do

4:     ←            // 서브 열 벡터 추출

5:     ← ∥∥  // 반사 스칼라 결정

6:    ←       // 하우스홀더 반사 벡터 생성

7:     ←    // 반사 벡터 정규화

8:    for    to  do

9:       dotR←v
TRk mj   // 반사를 위한 내적

10:       ←   ∙dotR∙v  // 서브 

행렬  갱신

11:    end for

12:    for    to   do

13:      dotQ←v
TQk mj   // 반사를 위한 내적

14:        ←   ∙dotQ∙v   // 서브 

행렬  갱신

15:    end for

16:  end for
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그림 4에서 볼 수 있듯이, 연산의 대상이 되는 원본 

행렬 와 직교 행렬 를 산출하기 위한 단위 행렬 

는 스큐(Skewed)된 형태로 입력된다. 전체 시스톨릭 

어레이는 연산의 역할에 따라 배열의 좌측 경계에 위치

한 BC(Boundary Cell)과 우측에 배치된 IC(Internal 

Cell)로 구분된다.

그림 5는 BC와 IC의 하드웨어 블록도를 보여준다. 

두 모듈 모두 CORDIC을 기반으로 구현되었다.

BC는 입력 벡터를 축으로 정렬하여 특정 원소를 

소거하는 벡터화 모드(Vectoring Mode)로 동작한다. 

소거 대상인 in과 초기 각도 0을  in으로 받아 연산을 

수행하며, 이때 출력단 은 피드백되어 in으로 입

력된다. 출력되는 은  행렬의 대각 성분을 나타

내고 은 회전할 각도를 의미한다. IC는 BC로부터 

전달받은 를 기반으로 회전 모드(Rotation Mode)를 

수행하여 행렬의 나머지 원소들을 변환한다. IC는 in, 

in 쌍을 회전시키며   출력을 통해  행렬의 비대

각 성분을 업데이트 한다. 회전된 잔차 성분 은 수

직 방향으로 흐르며 하위 행의 연산을 위한 데이터로 

입력된다.

그림 6은 CORDIC의 하드웨어 구조를 보여준다. 

CORDIC은 모드 선택 신호에 따라 벡터화 모드와 회

전 모드 중 하나로 동작하며, 이를 통해 BC와 IC의 

기능을 수행한다. 먼저 벡터화 모드가 선택되면 MUX

는 를 선택하여 각 스테이지의 연산 부호를 

제어한다. 의 부호에 따라 벡터를 축 방향으로 회

전시켜 값을 0으로 수렴시키며, 그 과정에서 발생하

는 회전 각도는   경로에서 LUT Table 값을 통해 누

적된다.

모든 연산이 완료되면  출력은 0이 되고,   출력은 

우측 IC들로 전파될 회전 각도 가 된다.  출력은 회

전 후 벡터 성분으로 최종단에서   보정 후  행렬

의 대각 원소()로 출력된다. 반면 IC 모드가 선택되

면 MUX는 를 참조하여 남은 목표 각도가 0

에 수렴하는 방향으로 와 를 회전시킨다. 연산이 

모두 끝나면 는 0이 되고 과 은 각각 주어진 

각도만큼 회전이 반영되고   보정 후  행렬과   

행렬의 원소 값이 되어 출력된다.

이러한 일련의 연산 흐름은 마치 파도처럼 배열의 좌

측 상단에서 우측 하단으로 퍼져나가며 수행된다. 좌측

의 IC 그룹은 행렬 의 나머지 원소들에 대한 회전 연

산을 적용하여 상삼각 행렬 의 비대각 원소

()들을 순차적으로 산출한다. 이와 동시에 우

측의 IC 그룹은 단위 행렬 에 대한 동일한 회전 연산

을 누적 적용함으로써 최종 직교 행렬 의 원소

()들을 산출하여 출력하게 된다.

그림 4. GR의 하드웨어 구조
Fig. 4. Hardware Architecture of GR.

그림 5. BC와 IC의 하드웨어 블록도
Fig. 5. Hardware Block Diagram of BC and IC.

그림 6. CORDIC의 하드웨어 구조
Fig. 6. Hardware Architecture of CORDIC.
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Ⅲ. 실험결과

본 논문은 제안된 4종의 QR 분해 아키텍처(CGS, 

MGS, HT, GR)에 대한 하드웨어 구현 및 성능 검증을 

위해 테스트벤치 시뮬레이션 환경을 구축하였다.

그림 7과 같이 Random Generator를 통해 무작위로 

생성된 입력 행렬 는 각 알고리즘 모듈에 동일하게 

인가된다. 본 실험에서는 수치적 분석의 통계적 신뢰성

을 확보하기 위해 총 10,000회의 독립적인 시뮬레이션

을 반복 수행하였으며, 각 아키텍처를 거쳐 연산된 상

삼각 행렬  및 직교 행렬   데이터는 파일 형태로 

저장되었다. 이후 MATLAB 환경에서 해당 결과 파일

들을 읽어들여 직교성 오차(Loss of Orthogonality, 

∥  ∥)의 평균치와 분산치를 산출함으로써 각 

아키텍처의 수치적 안정성을 정량적으로 평가하였다. 

하드웨어 합성을 위한 타겟 디바이스는 Xilinx 

Kintex UltraScale을 선정하였으며, Vivado 2018.3 툴

을 이용하여 합성하였다. 

하드웨어 리소스 분석 결과, 하드웨어 리소스 효율성

과 연산 Throughput 관점에서는 GR 방식이 가장 우수

한 지표를 나타냈다. GR 기반 아키텍처는 복잡한 곱셈

기 대신 CORDIC 알고리즘의 Shift-and-Add 연산을 

활용함으로써, 타 알고리즘 대비 현저히 적은 하드웨어 

자원만으로도 최고 수준의 처리량을 달성할 수 있음을 

확인하였다. 반면 HT 방식은 반사 벡터 및 반사 행렬 

계산 과정에서 요구되는 구조적 복잡성으로 인해 전체 

자원 소모량이 가장 크고 Throughput도 가장 낮게 측

정되었다. 한편 투영 기반의 CGS와 MGS 방식은 전반

적인 자원 사용량이 유사한 수준이었으나 MGS는 직교

와 업데이트 과정에서 발생하는 데이터 의존성으로 인

해 CGS보다 Latency가 크게 늘어나고 Throughput은 

감소하는 구조적 한계를 나타냈다.

수치적 안정성을 나타내는 직교성 오차 분석 결과에

서는 HT 방식이 타 알고리즘 대비 현저히 낮은 오차율

그림 7. CORDIC의 하드웨어 구조
Fig. 7. Hardware Architecture of CORDIC.

그림 8. 하드웨어 리소스 비교
Fig. 8. Hardware Resource Comparison.

그림 9. 성능 비교(Throughtput, Latency)
Fig. 9. Performance Comparison(Throughput, Latency).

그림 10. 수치적 안정성 비교
Fig. 10. Numerical Stability Comparison.
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을 보여주며 가장 뛰어난 수치적 안정성 수치를 나타냈

고 MGS 방식은 단계적인 직교화 갱신 과정을 통해 

CGS 보다 우수한 직교성을 보여주었다. 반면 GR 방식

은 CORDIC 알고리즘의 Bit Shift 연산과 누적 스케일

링 근사화 오차로 인해 가장 높은 직교성 오차를 보여

주었다.

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 차세대 무선 통신 및 레이더 신호처리 

시스템의 핵심 알고리즘인 QR 분해를 하드웨어로 효율

적으로 구현하기 위해, 4종의 대표적인 알고리즘 아키

텍처를 구현하고 FPGA 상에서 성능을 정량적으로 비

교 및 분석하였다. 구현 결과, 하드웨어 자원 효율성과 

연산 속도 측면에서는 CORDIC 기반의 GR 아키텍처가 

가장 우수한 성능을 입증하였다. 반면, 데이터 정밀도와 

초기 응답성(Latency) 측면에서는 HT 아키텍처가 가

장 뛰어난 결과를 보였다. HT 방식은 구조적 복잡성으

로 인해 리소스 점유율은 가장 높았으나,    대역의 

극도로 낮은 직교성 오차를 기록하여 최상의 수치적 안

정성을 확보함과 동시에 단 144 사이클만에 연산을 완

료하는 빠른 파이프라인 구조를 보여주었다. 더불어, 투

영 기반의 직교화 연산에 있어 MGS 방식이 CGS 대비 

향상된 수치적 안정성을 제공하나 데이터 의존성에 따

른 지연 시간 증가라는 구조적 한계를 확인하였다. 결

론적으로, 제한된 면적 내에서 초고속 실시간 데이터 

처리가 필수적인 통신 시스템이나 항재밍 모뎀 설계에

는 GR 기반의 최적화 아키텍처가 적합하다. 반면, 대규

모 안테나 배열 환경과 같이 미세한 수치적 정밀도와 

짧은 초기 지연 시간이 전체 시스템의 탐지 성능 및 신

뢰성을 크게 좌우하는 레이더 신호처리 분야에는 HT 

기반 아키텍처를 도입하는 것이 타당하다. 본 연구에서 

수행한 4종의 아키텍처에 대한 종합적인 비교 분석 및 

검증 결과는, 향후 목적에 맞는 최적의 SoC(System 

on Chip) 및 ASIC 기반 고성능 신호처리 IP를 설계하

는 데 있어 핵심적인 설계 가이드라인으로 활용될 수 

있을 것으로 기대된다.
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